
第 2章

テンソル積

前章*1で我々は Hom の左完全性に証明を与えた．この定理は系列 { 0 } !! A
i !! N0

f !! N1

の完全性が系列 { 0 } !! Hom
(
M,A

) i∗ !! Hom
(
M,N0

) f∗ !! Hom
(
M,N1

)
にも引き継がれること

を主張するものであり，その証明は，元の系列の完全性を反映した過程と Hom
(
M,—

)
の性質を

反映した過程という異なる 2種の部品をあちこちに含むものであった（定理 1.19）．
この 2種の部品を命題・補題の形で独立させる点においてこの章も前章と変わらないが，この章
ではそれが最も困難な，「f∗ ◦ ι = 0」から「ι = i∗ ◦ Φをみたす Φが存在する」を導出する部分を
扱う．そしてそのためには，前章で与えたごく自然な*2証明を，テンソル積を用いたまったく不自
然な証明に書き換えなければならない．
書き換えは大きく 3つのステップに分かれる．すなわち，前提「f∗ ◦ ι = 0」をテンソル積を用い
た形に変形するステップ 1，そのように得られた変形済みの前提からこれもテンソル積を用いた形
の帰結を導くステップ 2，そしてそれをテンソル積の無い形「ι = i∗ ◦ Φをみたす Φが存在する」
に直すステップ 3 である．
それらを述べる前に，まずは加群のテンソル積を定義することから始めよう．

2.1 加群のテンソル積
加群にテンソル積を定義するための準備（R-自由生成加群，加群の部分集合によって R-生成さ
れる加群，剰余加群）は，前章のジョイント節によって既に整っている．早速，定義しよう．

定義 2.1. 2 つの加群 X,Y に対して，これらの直積*3X × Y によって R-自由生成された加群

*1 あとで書きます．
*2 のちの第 3章で説明されるように，この単語は圏論の用語として定義される．そのような用語と日常感覚で用いられ
るものが混同されてはまずいから，厳密な区別が必要である．ここでは日常感覚で書いた．

*3 X と Y を単なる集合と思って直積した X × Y のこと．
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F(X × Y )を考え，その部分集合
{
⟨ r1x1 + r2x2, y ⟩ − ⟨x1, r1y ⟩ − ⟨x2, r2y ⟩,
⟨x, r1y1 + r2y2 ⟩ − r1⟨x, y1 ⟩ − r2⟨x, y2 ⟩

∣∣∣∣ r1, r2 ∈ R; x1, x2 ∈ X; y1, y2 ∈ Y

}

によって R-生成される部分加群を，B(X,Y )と書く．
このとき，F(X × Y )の B(X,Y )による剰余加群 F(X × Y )/B(X,Y ) をX ⊗ Y と書いて，X

と Y のテンソル積と呼ぶ*4．また，⟨x, y ⟩ ∈ F(X × Y )の X ⊗ Y における像を x⊗ y と書き，x

と y のテンソル積と呼ぶ．

注意. 本稿では，直積 X × Y の元 ⟨x, y ⟩を代入する際には，代入を表す括弧を省略して f⟨x, y ⟩
のように書く*5．

補題 2.2

X ⊗ Y は，{ x⊗ y | x ∈ X, y ∈ Y }によって生成される．

証明．F(X × Y ) は { ⟨x, y ⟩ | x ∈ X, y ∈ Y } を生成系に持つ．補題 1.30 を F(X × Y ) か
ら X ⊗ Y への商準同型写像 q に適用すると，X ⊗ Y が { q⟨x, y ⟩ | x ∈ X, y ∈ Y } =

{ x⊗ y | x ∈ X, y ∈ Y } を生成系に持つことがわかる．

系 2.3

X ⊗ Y から C への 2つの準同型写像 ϕ1,ϕ2 が，任意の x ∈ X と任意の y ∈ Y に対して

ϕ1(x⊗ y) = ϕ2(x⊗ y)

をみたすならば，ϕ1 = ϕ2．

証明．系 1.31による．

補題 2.4

X,Y,C を加群とする．X × Y から C への写像 f が

f⟨ r1x1 + r2x2, y ⟩ = f⟨x1, r1y ⟩+ f⟨x2, r2y ⟩,
f⟨x, r1y1 + r2y2 ⟩ = r1f⟨x, y1 ⟩+ r2f⟨x, y2 ⟩

の 2式を同時にみたすならば，X ⊗ Y から C への準同型写像 ϕで ϕ(x⊗ y) = f⟨x, y ⟩ をみたす
ものがただ 1つ存在する．

証明．補題 1.23によって，F(X × Y )から C への準同型写像 f で

f⟨x, y ⟩ = f⟨x, y ⟩

*4 本稿では一貫して Rが可換という仮定を置いているのでこの形で定義できるが，この仮定を外して非可換の Rをも
考慮に入れるならば，別の定義を採用しなければならない．2つの定義の間の整合性については付録（あとで書きま
す）を参照．

*5 最初は全ての括弧を書いていたが，実際に出力を見てみたら想定していたよりもずっと鬱陶しく感じられたので，省
略することにした．
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をみたすものがただ 1つ存在する．この f は，B(X,Y )上でつねに 0C である．なぜなら，
f の準同型性によって

f
(
⟨ r1x1 + r2x2, y ⟩ − ⟨x1, r1y ⟩ − ⟨x2, r2y ⟩

)

= f⟨ r1x1 + r2x2, y ⟩ − f⟨x1, r1y ⟩ − f⟨x2, r2y ⟩
= 0C

であり，これと同様にして f(⟨x, r1y1 + r2y2 ⟩ − r1⟨x, y1 ⟩ − r2⟨x, y2 ⟩) = 0C も示せるか
らである．
補題 1.29の適用によって，X⊗Y からCへの準同型写像 ϕで ϕ(x⊗y) = f⟨x, y ⟩ = f⟨x, y ⟩
をみたすものが存在することがわかる．
唯一性は，系 2.3による．

補題 2.5

X,Y を加群とするとき，X ⊗ Y における次の 2つの等式が成り立つ：

(r1x1 + r2x2)⊗ y = r1(x1 ⊗ y) + r2(x2 ⊗ y),

x⊗ (r1y1 + r2y2) = r1(x⊗ y1) + r2(x⊗ y2).

証明．それぞれ，式の左辺から右辺を引いたものがゼロ元 0X⊗Y であることを定義に則って確認
する．F(X × Y )から X ⊗ Y への商準同型写像を q とする．容易な第 2式を先に示す．
第 2式について：

F(X × Y )の元 ⟨x, r1y1 + r2y2 ⟩−r1⟨x, y1 ⟩−r2⟨x, y2 ⟩を考えれば，これはB(X,Y )

に属しており，そしてその q による行き先は

x⊗ (r1y1 + r2y2)− r1(x⊗ y1)− r2(x⊗ y2)

である．従って，x⊗ (r1y1 + r2y2)− r1(x⊗ y1)− r2(x⊗ y2) = 0C．
第 1式について：

F(X × Y )の元 ⟨ r1x1 + r2x2, y ⟩ − r1⟨x1, y ⟩ − r2⟨x2, y ⟩ を考えれば，これは

⟨ r1x1 + r2x2, y ⟩ − ⟨x1, r1y ⟩ − ⟨x2, r2y ⟩
+ ⟨x1, r1y ⟩ − r1⟨x1, y ⟩

+ ⟨x2, r2y ⟩ − r2⟨x2, y ⟩

に等しいので B(X,Y )に属しており，そしてその q による行き先は

(r1x1 + r2x2)⊗ y − r1(x1 ⊗ y)− r2(x2 ⊗ y)

である．従って，(r1x1 + r2x2)⊗ y − r1(x1 ⊗ y)− r2(x2 ⊗ y) = 0C．
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ここまでが，テンソル積に関する一般的な準備である．次節以降，テンソル積の右側はM で固
定する*6．

2.2 ♯と ♭

記号 ♯と ♭は数学の様々な場面で，その都度それなりの意味を与えられて使用されており，用法
が統一されることが無いように見える．本稿もまたそれらと同じように*7，ほかの用法を気にする
こと無くここだけの意味で用いる．♯とは X ⊗M から C への準同型写像を X から Hom

(
M,C

)

への準同型写像に変換する記号であり，♭とはその逆である．
定義はどちらから始めても良いのだが，書き換え後の証明に登場する順のとおり，ステップ 1に
登場する ♭から紹介しよう．

定義 2.6. 任意の加群 X,C と，X から Hom
(
M,C

)
への任意の準同型写像 ψ に対して，X ⊗M

から C への準同型 ψ♭ を，

ψ♭(x⊗m) = ψ(x)(m)

で定める．

ただし，この定義が可能であることを証明しなければならない．

補題 2.7

任意の加群X,C と，X から Hom
(
M,C

)
への任意の準同型写像 ψに対して，X × Y から C への

写像 f を

f⟨x,m ⟩ = ψ(x)(m)

で定めると，これは補題 2.4の条件をみたす．

証明．示すべきは，

f⟨ r1x1 + r2x2,m ⟩ = f⟨x1, r1m ⟩+ f⟨x2, r2m ⟩,
f⟨x, r1m1 + r2m2 ⟩ = r1f⟨x,m1 ⟩+ r2f⟨x,m2 ⟩

の 2式である．
第 2の式を先に示す．任意の x ∈ X について ψ(x)は Hom

(
M,C

)
の元である．これは，

ψ(x)(r1m1 + r2m2) = r1ψ(x)(m1) + r2ψ(x)(m2)

（∀x ∈ X，∀r1, r2 ∈ R，∀m1,m2 ∈ M）

*6 R が非可換の場合には，どちら側を固定するかを決めることは R を左右のどちらから作用させるかに連動する．左
作用なら左側を，右作用なら右側をM で固定する．付録（あとで書きます）を参照．

*7 と言い切って良いのか，実は良くわかっていない．もしかしたら，筆者の知らない暗黙のルールが存在するのかもし
れない．ご存知の方はお知らせください．
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と書き表せる．この式を f の定義どおりに書き換えて，示すべき式が得られる．
第 1の式を示す前に，先に示した第 2式の特別な場合として f⟨x, rm ⟩ = rf⟨x,m ⟩ が成り
立つことに注意する．
ψ が準同型性写像であることを表す式

ψ(r1x1 + r2x2) = r1ψ(x1) + r2ψ(x2) （∀r1, r2 ∈ R，∀x1, x2 ∈ X）

に任意のm ∈ M を代入して，

ψ(r1x1 + r2x2)(m) = r1ψ(x1)(m) + r2ψ(x2)(m)

（∀r1, r2 ∈ R，∀x1, x2 ∈ X，∀m ∈ M）

が成り立つので，これを f に書き換えて，

f⟨ r1x1 + r2x2,m ⟩ = r1f⟨x1,m ⟩+ r2f⟨x2,m ⟩.

この式の右辺の 2項それぞれに先述の f⟨x, rm ⟩ = rf⟨x,m ⟩ を適用して，示すべき式が得
られる．

以上によって，f が補題 2.4の条件をみたすことがわかったから，X ⊗M から C への準同型 ψ♭

で ψ♭(x⊗m) = f⟨x,m ⟩ = ψ(x)(m) をみたすものがただ 1つ存在する．これが ♭の定義である．
テンソル積を含まない形に直すステップ 3のためには，♭の逆向きの働きを持つ ♯を定義する必
要がある．

定義 2.8. 任意の加群 X,C と，X ⊗ M から C への任意の準同型写像 ϕ に対して，X から
Hom

(
M,C

)
への準同型写像 ϕ♯ を，

ϕ♯(x)(m) = ϕ(x⊗m)

で定める．

この定義が可能であることも，証明が必要である：

補題 2.9

任意の加群 X,C と，X ⊗M から C への任意の準同型写像 ϕに対して，

1. 任意の x ∈ X について，M から C への写像 ϕ♯x を

ϕ♯x(m) = ϕ(x⊗m)

で定めると，これは準同型写像である．
2. 上記の ϕ♯x を用いて X から Hom

(
M,C

)
への写像 ϕ♯ を，

ϕ♯(x) = ϕ♯x

で定めると，これは準同型写像である．
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証明．1について：
補題 2.5の第 2式

x⊗ (r1m1 + r2m2) = r1(x⊗m1) + r2(x⊗m2)

を ϕに代入し，ϕの準同型性を適用して得られる

ϕ
(
x⊗ (r1m1 + r2m2)

)
= r1ϕ(x⊗m1) + r2ϕ(x⊗m2)

による．
2について：

今度は補題 2.5の第 1式に，前段の証明のために施したのとまったく同じ手順を施せ
ば良い．

そして，♯と ♭の間には，次の関係が成り立つ．この補題は，♯と ♭が互いに逆写像であることを
示している*8：

補題 2.10

X,C は加群とする．このとき，

1. X から Hom
(
M,C

)
への任意の準同型写像 ψ に対して，(ψ♭)♯ = ψ が成り立つ．

2. X ⊗M から C への任意の準同型写像 ϕに対して，(ϕ♯)♭ = ϕ が成り立つ．

証明．1について：
左辺に任意の x ∈ X を代入して得られる準同型 (ψ♭)♯x は，任意のmに対して，

(ψ♭)♯x(m) = ψ♭(x⊗m) = ψ(x)(m)

をみたすから，任意の x ∈ X に対して (ψ♭)♯x = ψ(x)．これは，(ψ♭)♯ = ψ を意味
する．

2について：
x⊗ y の形の元について

(ϕ♯)♭(x⊗ y) = ϕ♯(x)(y) = ϕ(x⊗ y)

と両辺は等しい値をとるから，系 2.3によって，(ψ♭)♯ = ψ が成り立つ．

これで，3つのステップに進むことが可能になった．

*8 付録（あとで書きます）を参照のこと．
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2.3 ステップ 1：♭による書き換え
式 f∗ ◦ ι = 0KHom(M,N1)

を ι♭ を用いた形に書き換えるには，♭がみたす 2つの補題を示しておく
必要がある．

補題 2.11

補題 2.7 の ♭ は，任意の加群 X,C,C ′ と，X から Hom
(
M,C

)
への任意の準同型 ψ と，C から

C ′ への任意の準同型 γ に対して，

(γ∗ ◦ ψ)♭ = γ ◦ ψ♭

が成り立つ．

証明．左辺に x⊗mを代入すると

(γ∗ ◦ ψ)♭(x⊗m) =
(
γ∗ ◦ ψ

)
(x)(m) = γ∗

(
ψ(x)

)
(m) = γ

(
ψ(x)(m)

)

が得られる一方で，右辺に代入した場合も
(
γ ◦ ψ♭

)
(x⊗m) = γ

(
ψ♭(x⊗m)

)
= γ

(
ψ(x)(m)

)

と，同じ値が得られるから，系 2.3から (γ∗ ◦ ψ)♭ = γ ◦ ψ♭ が従う．

補題 2.12

X から Hom
(
M,C

)
へのゼロ写像 0XHom(M,C) について，

(
0XHom(M,C)

)♭
はX ⊗M から C へのゼ

ロ写像 0X⊗M
C である．

補題 2.12の証明は直接の代入計算で行うこともできるが，補題 1.32と補題 2.11を用いてそれ
を避けることができる．証明の前に，補題 1.32を再掲しておく：

補題 1.32（再掲）X と Y は任意の加群とする．このとき，X から Y への準同型写像 f について，
次は同値である：

1. f = 0XY .

2. 任意の加群 Y ′ と，Y から Y ′ への任意の準同型写像 γ1, γ2 に対して，γ1 ◦ f = γ2 ◦ f が成
り立つ．

補題 2.12の証明．任意の加群 C ′ と任意の準同型 γ1, γ2 について，

γ1 ◦
(
0XHom(M,C)

)♭
= γ2 ◦

(
0XHom(M,C)

)♭

の成立を確認すれば，補題 1.32によって
(
0XHom(M,C)

)♭
: X ⊗M → C はゼロ写像でなけ

ればならない．
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そして実際，これは成り立つ．というのは，0XHom(M,C) に補題 1.32に適用して得られる

γ1∗ ◦ 0XHom(M,C) = γ2∗ ◦ 0XHom(M,C)

の両辺に ♭を施した式

(γ1∗ ◦ 0XHom(M,C))
♭ = (γ2∗ ◦ 0XHom(M,C))

♭

が成り立っており，この左辺は γ1 ◦
(
0XHom(M,C)

)♭
と等しく，右辺は γ2 ◦

(
0XHom(M,C)

)♭
と

等しいことが補題 2.11によってわかるからである．

前章では，K = Ker f∗ から Hom
(
M,N0

)
への包含写像 ι の性質を「任意の k ∈ K について

f ◦ ι(k) = 0」の形で捉え，これに補題 1.21を適用して，最終的な結論に至ったのだった．今，我々
は ♭という道具を得た（定義 2.6）から，ιに替えて ι♭ の性質を論じることができる．これに f を
合成すると，f ◦ ι♭ = (f∗ ◦ ι)♭ = 0♭ となる（補題 2.11）．そして補題 2.12によって 0♭ = 0である
から，f ◦ ι♭ = 0を得る．
この式こそ我々が欲しかったもの，k を陽には含まない「任意の k ∈ K について f ◦ ι(k) = 0」
の代替である．

2.4 ステップ 2：補題 1.21の適用
ステップ 1によって，元の関係式 f∗ ◦ ι = 0は，新たな関係式 f ◦ ι♭ = 0 に書き直された．補題

1.21を適用するための準備は完全に整っている．
f ◦ ι♭ = 0 に補題 1.21を適用すると，ι♭ が

ι♭ = i ◦ Φ

と分解されることがわかる（ΦはK ⊗M からX へのある準同型写像）．短いが，これがステップ
2である．

2.5 ステップ 3：テンソル積を含まない形に直す
ステップ 2で得られた成果は，ιの分解ではなく ι♭ の分解 ι♭ = i ◦ Φ であった．我々はこれを ι

の分解を表す式に変換しなければならない．

補題 2.13

任意の加群 X,C,C ′ と，X ⊗M から C への任意の準同型 ϕと，C から C ′ への任意の準同型 γ

に対して，(γ ◦ ϕ)♯ = γ∗ ◦ ϕ♯ が成り立つ．

証明．補題 2.10の 2と補題 2.11によって，

γ ◦ ϕ = γ ◦ (ϕ♯)♭ = (γ∗ ◦ ϕ♯)♭.
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この式の左辺と右辺に ♯を施して補題 2.10の 1を適用すると，

(γ ◦ ϕ)♯ = ((γ∗ ◦ ϕ♯)♭)♯ = γ∗ ◦ ϕ♯.

この補題と補題 2.10によって，ステップ 2の成果 ι♭ = i ◦ Φ は，

ι = (ι♭)♯ = (i ◦ Φ)♯ = i∗ ◦ Φ♯

と，ιの分解を生み出す．
ようやく全ての準備が終わった．これで定理 1.19の証明を書き換えることができる．

2.6 Homは左完全である
定理 1.19（再掲）

{ 0 } !! A
i !! N0

f !! N1 は加群の完全列とする．このとき，次も加群の完全列である：

{ 0 } !! Hom
(
M,A

) i∗ !! Hom
(
M,N0

) f∗ !! Hom
(
M,N1

)
.

定理 1.19の証明．補題 1.20によって，f∗ ◦ i∗ = 0Hom(M,A)
Hom(M,N1)

がわかる．すなわち，

{ 0 } !! Hom
(
M,A

) i∗ !! Hom
(
M,N0

) f∗ !! Hom
(
M,N1

)

が系列であることがわかる．完全列であることを言うためには，Ker f∗ ⊆ Im i∗ と Ker i∗ ⊆
{ 0 }を示さねばならない．
Ker f∗ ⊆ Im i∗ を示すために K = Ker f∗ とし，ι をその Hom

(
M,N0

)
への包含写像とす

る．任意の k ∈ K に対して，
ι(k)は，f∗

(
ι(k)

)
= 0Hom(M,N1) をみたすM から N0 への準同型写像である．この

式の左辺が
(
f∗ ◦ ι

)
(k)である一方，右辺は 0KHom(M,N1)

(k)であるから，
(
f∗ ◦ ι

)
(k) = 0KHom(M,N1)

(k)

が成り立つ．従って，

f∗ ◦ ι = 0KHom(M,N1)

が成り立つ．
このとき，定義 2.6によって定まるK ⊗M から N0 への準同型写像 ι♭ は，

f ◦ ι♭ = (f∗ ◦ ι)♭ = 0♭ = 0

をみたす（補題 2.11，補題 2.12）．これに補題 1.21を適用すると，K ⊗M から Aへのあ
る準同型写像 Φが存在して

ι♭ = i ◦ Φ.
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この式の両辺に ♯を施して，

ιι = (ι♭)♯ = (i ◦ Φ)♯ = i∗ ◦ Φ♯

が得られる（補題 2.10の 1，補題 2.13）．
つまり，任意の k ∈ K に対して，ι(k) = (i∗ ◦ Φ♯)(k) = i∗(Φ♯(k)) ∈ Im i∗．
k は Ker f∗ の任意の元，ιは包含写像だったから，これで Ker f∗ ⊆ Im i∗ が示された．
残る Ker i∗ ⊆ { 0 }は，上記の議論の { 0 } !! A

i !! N0
f !! N1 を

{ 0 } !! { 0 } !! A
i !! N0

に替えることで示される．

第 1章で定理 1.19に最初の証明を与えて以来，我々の目標はその証明に含まれる Hom
(
M,—

)

と左完全性という，性質の異なる 2 つの仮定に由来する部品を証明本体から切り分けることだっ
た．今，上記の証明を得たことでこの目標は達成された．
この商でテンソル積と Homの関係を見たことで，随伴という圏論的な概念の手前まで到達して
いる．次章以降の目標は，切り分けた 2種のそれぞれを圏論によって抽象して，「左随伴函手を持
つ函手である」「極限である」という圏論的な性質の具体例と見ることである．次章と次々章では，
このうち前者をテーマに扱う．
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